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附录 F  线几何与旋量理论基础 

F.1 线矢量、偶量与旋量的基本概念 

线矢量对机构学研究具有非常重要的意义，因此本章节的介绍就先从线矢量开始。 

F.1.1 线矢量的定义与 Plücker 坐标 

【定义】  如果空间一个向量被约束在一条空间位置确定的直线上，则这个被直线约束的向

量称为线矢量（line vector），如图 F-1 所示。 

 

图 F-1  线矢量 

 

线矢量完全可由两个矢量来确定。为此定义一个包含上述两个 3 维向量的 6 维向量，即 
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令 =s s sr r
， 0 = ×s r s，经过正则变换后，得到 
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再令 ρ = sr ，则 

$ ρ= $                            （F.1-3） 

式中，$ 为单位线矢量， ρ 表示该线矢量的幅值。因此，线矢量可以写成单位线矢量与幅

值数乘的形式。用 Plücker 坐标表示 

$ ( , , ; , , )= L M N P Q R                    （F.1-4） 

由此可知，
2 2 2 2ρ+ + =L M N 。进一步定义 

0( ; ) ( ; ) ( , , ; , , )L M N P Q R= = × =$ s s s r s ，             （F.1-5a） 
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或者 
0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥×⎣ ⎦⎣ ⎦

s s
$

s r s
                   （F.1-5b） 

式中，s — 表示线矢量轴线方向的单位矢量，可用三个方向余弦表示，即 s =（L, M, N），

2 2 2 1L M N+ + = ； 

s0 — 称作线矢量的线矩，记为 s0 =（P, Q, R）。 
其中（F.1-5a）是线矢量的 Plücker 坐标表示形式，L, M , N , P, Q, R 称为线矢量$ 正则化的

Plücker 坐标；（F.1-5b）是线矢量的向量表示形式。 
很显然，由于单位线矢量满足归一化条件 1⋅ =s s 和正交条件 0 0⋅ =s s ，这样，它的 6

个 Plücker 坐标中只需要 4 个独立的参数来确定。不过，如果用 Plücker 坐标表示一个任意

的三维空间线矢量，而不是单位线矢量，则需要 5 个独立的参数坐标。所增加的 1 个参数就

是线矢量的幅值 ρ。 
注意：矢量 s 表示的是线矢量的方向，它与原点的位置无关；而线矩 s0 却与原点的位置

选择有关。 
特例：直线在距离原点无穷远的平面内。这时，矢量 s 无方向，但线矩 s0 有方向。这时，

s0 与原点的位置选择无关，这说明它已退化为自由矢量（free vector）或称之为偶量（couple）。
具体可写成如下形式 
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= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
$

s
                             （F.1-6） 

F.1.2 线矢量（偶量）所表达的物理意义 

实际上，线矢量（偶量）可以表示运动学中的纯转动或者静力学中的纯力（或约束力）。

而当线矢量退化成自由矢量后，可以表示运动学中的纯移动或者静力学中的纯力偶（或者约

束力偶）。 

1 刚体的瞬时转动和转动副 

如图 F-2 所示，刚体绕某一个转动关节做瞬时转动。设
3( )∈ω ω R 是表示其旋转轴方向

的单位矢量，角速度大小为ω，r 为转轴上一点。我们知道，描述刚体在三维空间上绕某个

轴的旋转运动只用一个角速度矢量是不够的，还需要给出点该转动轴线的空间位置。很显然，

根据前面对线矢量的定义，可以很容易地给出表示该转动关节转轴的线矢量 0( ; )ω ω v ，即 

ω ⎡ ⎤
⎢ ⎥×⎣ ⎦

ω
r ω

                            （F.1-7） 

其中，线矢量的第二项 0ω ω= ×v r ω表示刚体上与原点重合点的速度，也就是转动刚体在

该重合点处的切向速度。因此当转轴通过坐标系原点时，表示该转轴的线矢量可以简化为

( ; )ω 0ω 。 
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图 F-2  刚体的瞬时转动与转轴 

 

2 刚体的瞬时移动和移动副 

如图 F-3 所示的刚体做移动运动。设
3( )∈v v R 是表示移动副导路中心线方向的单位矢

量，速度大小为 v。我们知道，对于移动运动，刚体上所有点都有相同的移动速度，也就是

说将速度方向平移并不改变刚体的运动状态，因而这里的 v 是自由矢量。该自由矢量对应的

Plücker 坐标为 ( ; )v v0 。另外，刚体移动可以看作是绕转动轴线位于与 v 正交的无穷远平面

内的一个瞬时转动。 

v ∞

 
图 F-3  刚体的瞬时移动 

 

3 刚体上的作用力（或者力约束） 

与刚体瞬时转动的表示相类似，作用在刚体上的纯力或者施加在刚体上的纯力约束也可

以用线矢量来表示。 
如图 F-4 所示，某刚体作用一纯力或力约束。设

3( )∈f f R 是表示该力作用线方向的单

位矢量，大小为 f，c 为作用线上一点。同样清楚描述该力只用一个方向矢量是不够的，还

需要给点该作用线的空间位置。很显然，根据前面对线矢量的定义，可以很容易地给出表示

该力作用线的线矢量 0( ; )f f τ ，即 

f ⎡ ⎤
⎢ ⎥×⎣ ⎦

f
c f

                          （F.1-8） 

其中，线矢量的第二项 0f f= ×τ c f 表示力对原点的力矩。当该力通过坐标系原点时，该线

矢量可以简化为 ( ; )f f 0 。 
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图 F-4  刚体受纯力（或者约束力）的作用 

 

4 刚体上作用的力偶（或者约束力偶） 

如图 F-5 所示的刚体受到纯力偶的作用。设
3( )∈τ τ R 是表示力偶平面法线方向的单位

矢量，力偶大小为τ。实际上，力偶也是一个自由矢量，即将力偶在其所在平面内平移并不

改变它对刚体的作用效果。该自由矢量对应的 Plücker 坐标为 ( ; )τ τ0 。另外，（约束）力偶

也可以看作是一个作用在刚体上的“无限小的力”对原点的矩，该力的作用线与 τ正交，并

位于无穷远的平面上。 
τ

∞

 
图 F-5  刚体受力偶（或者约束力偶）的作用 

F.1.3 旋量的定义 

我们知道，点、直线和平面是描述欧氏几何空间的三种基本元素，而旋量（screw quantity
或 screw，有些书也称为螺旋），作为另外一种几何元素，是由直线引申而来的。根据 Ball
的定义，“旋量是一条具有节距的直线”。简单而言，可直观地视之为一个机械螺旋。 
【定义】  设 s 与 s0 为三维空间的两个单位矢量，且满足迁移公式

02 01
2 1( )= + − ×s s r r s ，

则 s 与 s0 共同构成一个单位旋量，记作 
0

0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( , , ; , , )h h L M N P Q R∗ ∗ ∗= = + = × + =$ s s s s s s r s s ，   （F.1-9a） 

或者 0 h
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥× +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

s s
$

s r s s
                   （F.1-9b） 

式中，s— 表示旋量轴线方向的单位矢量，可用三个方向余弦表示，即 s =（L, M, N），
2 2 2 1L M N+ + = ； 

R — 旋量轴线上的任意一点（可以看出：r 用$上其他点 ( )λ′ ′ = +r r r s 代替时，式 
（6.1a）得到相同的结果，即 r 在$上可以任意选定）； 

s0— 旋量的对偶部矢量，s0= ( , , )P Q R∗ ∗ ∗
＝ ( , , )P hL Q hM R hN+ + + 。 
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h— 节距（pitch），
0

h LP MQ NR∗ ∗ ∗⋅
= = + +

⋅
s s
s s

。 

其中（F.1-9a）是旋量的 Plücker 坐标表示形式，L, M, N, P*, Q*, R* 称为$的正则化 Plücker
坐标；（F.1-9b）是旋量的向量表示形式，其中称为 s 原部矢量，线矩 s0 称为对偶部矢量。

当节距 h 为零（即
0⋅s s ＝0）时，单位旋量就退化为单位线矢量（unitary line vector）。记作 

0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥×⎣ ⎦⎣ ⎦

s s
$

s r s
                      （F.1-10） 

当原部矢量 s 为零时，单位旋量就退化为单位偶量（unitary couple），记作 

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

$
s
0

                          （F.1-11） 

很显然，由于单位旋量满足 1⋅ =s s （归一化条件），这样，6 个 Plücker 坐标中需要 5
个独立的参数来确定。不过，如果用 Plücker 坐标表示一个任意的旋量，而不是单位旋量，

则需要 6 个独立的参数坐标。 
定义 

0$ ( ; , , ) ( ; )∗ ∗ ∗ = s sr r
= L, M, N P Q R                （F.1-12） 

且 
$ ρ= $                            （F.1-13） 

其中， ρ表示旋量的大小。 

与单位线矢量一样，单位旋量中旋量的方向 s 与原点的位置选择无关；而
0s 与原点的

位置有关。同样可以证明旋量的节距 h 也是原点不变量。 
我们知道，线矢量在空间对应着一条确定的直线；同样，旋量在空间也可对应有一条确

定的轴线。为此可以将
0s 分解成平行和垂直于 s 的两个分量 hs 和 0 h−s s ，这样可以得到旋

量的轴线方程： 
0 h× = −r s s s                          （F.1-14） 

由式（F.1-9a）可知，1 个旋量可以分解成 
0 0

0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )h h h= = − + = +$ s s s s s s s s s0 0         （F.1-15） 
式（F.1-15）表明线矢量与偶量可以组成一个旋量，而旋量可以看作是由线矢量和偶

量同轴叠加而成。由此，可以得到线矢量的另外一种表达形式 
$ ( , , ; , , )h h h∗ ∗ ∗− − −= L M N P L M R NQ             （F.1-16） 

根据线矢量中原部矢量与对偶部矢量相互正交的特性，可以得到旋量$所对应的节距 

2 2 2

Qh
∗ ∗ ∗+ +
+ +

LP M NR
=

L M N
                   （F.1-17） 

【例 F-1】：求旋量 (1, 0, 0 ; 1, 0, 1)=$ 的轴线与节距。 
解：首先根据式（F.1-17）计算旋量的节距 

2 2 2 1LP MQ NRh
L M N

∗ ∗ ∗+ +
=

+ +
=  

轴线方程由式（F.1-14）求得： 

( )T0 0 0 1h× = − =r s s s  

F.1.4 旋量（线矢量）的运算与性质 

 旋量的加法 
【定义】  两旋量$1，$2的代数和（ 1 2$ $ $Σ = + ）仍为旋量，$Σ 的原部矢量和对偶部矢量
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分别是$1，$2原部矢量和对偶部矢量之和。 
01 02

1 2 1 2$ $ $ ( ) ( )Σ = + = + +∈ +s s s sr r r r
             （F.1-18） 

旋量的加法满足交换律与结合律。 

【定理】  若两单位线矢量$1，$2共面，且两原部矢量之和非零（ 1 2Σ = + ≠s s s 0）时，则

两单位线矢量的代数和（ 1 2Σ = +$ $ $ ）仍为线矢量， Σ$ 过两线矢量的交点（满足平行四边

形法则，图 F-6 所示）。 

1 2Σ = +$ $ $

1$

2$
 

图 F-6  两线矢量的代数和满足平行四边形法则 
 

由于在射影几何（projective geometry）中，可将平面平行看作平面汇交的一种特例（交

于无穷远点），如图 F-7b 所示。因而可以得到如下的推论。 

∞

 
(a)  相交                      （b）平行 

图 F-7  线矢量共面的两种情况，而平行可以看作是相交的一种特例 
 

【推论】  若两单位线矢量$1，$2平行，且两原部矢量之和非零（ 1 2Σ = + ≠s s s 0）时，则

两单位线矢量的代数和（ 1 2Σ = +$ $ $ ）仍为线矢量， Σ$ 与两线矢量平行。 
 

 旋量的数乘 
【定义】  设有旋量$和纯数ρ，则旋量的数乘为 

0$ρ ρ ρ= +∈s sr r
                     （F.1-19） 

 
 旋量的互易积 

【定义】  两旋量的互易积（reciprocal product）是指将两旋量$1，$2 的原部矢量与对偶矢

量交换后作点积之和，即 
02 01

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1$ $ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ⋅ + ⋅ = + + + + +s s s sr r r r
o L P M Q N R L P M Q N R    （F.1-20） 

考虑到
01 01

1 1 1$ ( ; ) ( ; )ρ=s s s sr r
= ，

02 02
2 2 2$ ( ; ) ( ; )ρ=s s s sr r

= ，因此 
02 01

1 2 1 2

1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 12 12 12

$ $
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
[( )cos sin ]

h h
h h
h h a

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ
ρ ρ α α

= ⋅ + ⋅
= ⋅ × + + ⋅ × +
= + ⋅ + − ⋅ ×
= + −

s s s s
s r s s s r s s

s s r r s s

r r r r
o

         （F.1-21） 

如果 1 2 0h h= = ，则旋量退化成线矢量，式（F.1-21）变成了两条直线的互矩（mutual 
moment），如图 F-8 所示。 

1 2 1 02 2 01 12 12sina α= + = −$ $ s s s so                （F.1-22） 



 7

1$

12a

2$
12α

12a

1r

2r

 
图 F-8  两线矢量的互矩 

 
 旋量空间是一个线性空间。 

由线性代数的知识可知，一个向量集合构成线性空间的充要条件是该向量集合对于向量

加法及数乘运算是封闭的，即对于任意的标量 1 2,μ μ ∈R和集合 S 的任何元素 1 2, ∈$ $ S ，

线性组合 

1 1 2 2μ μ= + ∈$ $ $ S                     （F.1-23） 
【定义】  对于由旋量组成的集合而言，如果全体旋量都满足式（F.1-23），则这些旋量构

成线性的向量空间
6R ，称之为旋量空间（screw space）。 

 
不过并不是所有的旋量集合都能构成旋量空间，这与我们所学的向量空间有所不同。例

如某些特殊的旋量集合就不能构成旋量空间。 

F.2 运动旋量、力旋量和反旋量 

F.2.1 运动旋量和力旋量 

旋量可以表示运动学中的一般刚体运动（即螺旋运动）或者静力学中的广义力（包含力

合力偶）。前者称为运动旋量（twist），后者称为力旋量（wrench）。 
Chasles 证明了任何物体从一个位形到另一个位形的刚体运动都可以用绕某直线的转动

和沿该直线的移动复合实现。通常将这种复合运动称为螺旋运动（screw motion），而螺旋运

动的无穷小量就是运动旋量，从而将旋量与螺旋运动紧密结合起来。另一方面，Poinsot 发

现作用在刚体上的任何力系都可以合成为一个由沿某直线的集中力与绕该直线轴的力矩组

成的广义力，这一广义力称为力旋量。这些都成为了旋量理论的起源。19 世纪末，英国剑

桥大学的 Ball 教授首先对旋量理论进行了系统的研究，并于 1900 年完成了经典著作《A 
Treatise on the Theory of Screws》。书中指出运动旋量与力旋量即旋量与反旋量之间存在着互

易性（reciprocity）。 
如图 F-9 所示，刚体螺旋运动可以认为是绕某旋转轴的匀速转动与沿此轴的等速移动的

合成运动。若将坐标原点取在轴线上，则刚体运动后的位形可表示为 
( ) ( )t = +p Rp t0                      （F.2-1） 

若用
3( )∈ω ω R 表示旋转轴（其模表示角速度的值），h 为节距，则由本书第二章可知，

ˆ te= ωR ， h t=t ω ，因此 
ˆ( ) ( )tt e h t= +ωp p ω0                     （F.2-2） 

对上式求导，可得刚体上任一点的瞬时线速度 

0( ) h= × + = × +v p r ω v r ω ω               （F.2-3） 

式中， 0 ,v ω为旋转轴线上一点的瞬时线速度和瞬时角速度。 
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 a) 螺旋运动                                         b) 运动旋量    

图 F-9  螺旋运动与运动旋量 
 

这样 ,v ω构成了一个运动旋量。 

h
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥× +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ω ω
ξ

v r ω ω
                   （F.2-4） 

写成 Plücker 坐标为 ( ; )=ξ ω v 。 
可以将旋转运动看作是螺旋运动的特例。这时，还可以得到 ( ; )=ξ ω v 与旋转轴线

Plücker 坐标 0( ; )=$ s s 的关系。 

0( ; ) ( ; )h= = −$ s s ω v ω                   （F.2-5） 

【例 F-2】：已知某一刚体的角速度为ω，其上一点 P 的线速度为 Pv ，试描述该刚体运动。 
解：根据 Chasles 定理，刚体运动也是螺旋运动，因此可以用螺旋运动描述该刚体运动。 

为此，选择点 P 为坐标原点， Pv 即为刚体在原点处的线速度，这时螺旋运动所对应的

运动旋量坐标为 ( ; )P=ξ ω v 。根据式（F.1-17）可得该旋量的节距 

Ph ⋅
⋅

v ω
ω ω

=  

该旋量的轴线方程可由式（F.2-5）得到。 
( )P h× = −r ω v ω  

类似的方法可以得到力旋量的表达。 
相对于某一参考坐标系，作用在刚体上的广义力包括移动分量 f（纯力）和作用在一点

的转动分量τ（纯力矩），可用一个 6 维向量（双矢量）即旋量坐标来表示 

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

f
F

τ
                           （F.2-6） 

或者用 Plücker 坐标表示， ( ; )=F f τ 。 

式中，
3, ∈f τ R 。通常将力与力矩组合而成的 6 维向量称为力旋量。其中力（force）和力

偶（couple）是两种特殊的力旋量。 
表 F-1 中总结出了几种常见物理量的旋量坐标。 

表 F-1 各种物理量的旋量坐标比较 

类别 节距特点 运动学 静力学 通用表达式 

线矢量 0h =  角速度 ( ; )×ω r ω  力 ( ; )×f r f  ( ; )×s r s 或者 0( ; )s s
偶量 h = ∞  线速度 ( ; )v0  力偶 ( ; )τ0  ( ; )s0  

旋量 h 为有限值

螺旋速度

( ; )h× +ω r ω ω  
或者 ( ; )ω v  

力旋量

( ; )h× +f r f f  
或者 ( ; )f τ  

( ; )h× +s r s s  

或者 0( ; )s s  
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为突出运动旋量（或力旋量）的物理意义，表示运动旋量（或力旋量）时使用的符号与

一般旋量的坐标表示符号不太一致。运动旋量中，单位转轴矢量的符号一般用ω，单位运

动旋量的坐标通常用 ( ; )=ξ ω v 表示；力旋量中，单位转轴矢量的符号一般用 f ，单位运

动旋量的坐标通常用 ( ; )=F f τ 表示；而在一般旋量中经常用 s 表示单位转轴，对应的旋

量坐标通常采用
0( ; )=$ s s 。 

F.2.2 反旋量 

反旋量的概念最初是 Ball 提出来的，它从运动旋量与力旋量引申而来，习惯上主要表

征力旋量。而从物理意义上讲是一种约束力旋量，可表示物体在三维空间内受到的约束。 
通常反旋量可用运动旋量与力旋量的瞬时功率来定义。 
如图 F-10 所示，一个刚体只允许沿单位旋量

01
1 1 1 1 1 1 1( ; ) ( ; )h= = × +$ s s s r s s 作螺旋

运动，相对应的单位运动旋量的坐标为 1 1 1 1 1 1 1( ; ) ( ; )h= = × +ξ ω v ω r ω ω 。设想在其上沿

单 位 旋 量
02

2 2 2 2 2 2 2( ; ) ( ; )h= = × +$ s s s r s s 方 向 作 用 一 个 单 位 力 旋 量

2 2 2 2 2 2 2( ; ) ( ; )h= = × +F f τ f r f f 。 

1r

2r

12a

12α

1 1 1 1 1 1( ; )h= × +$ s r s s

2 2 2 2 2 2( ; )h= × +$ s r s s

1ω 1s

2 2 2 2 2( ; )h= × +F f r f f2f 2s

 1 1 1 1 1( ; )h= × +ξ ω r ω ω

 
图 F-10  反旋量的概念 

 
不失一般性，假定点 1r 、 2r 分别位于距离最近的两轴线上，因此 2r 可改写成

2 1 12a= +r r n ，其中 n 是垂直于两轴线的单位向量。这时， ξ与F 的瞬时功率为 

12

2 1 2 1

2 1 1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 12 12 12

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( ) cos sin

P

h h
h h
h h aα α

=
= ⋅ + ⋅
= ⋅ × + + ⋅ × +
= + ⋅ + − ⋅ ×
= + −

F ξ
f v τ ω
f r ω ω ω r f f

ω f r r f ω

o

           （F.2-7） 

而根据本章第一节所给出的两旋量互易积的定义，可得 
02 01

1 2 1 2

1 2 2 2 2 2 1 1 1 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 12 12 12

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )cos sin

h h
h h
h h aα α

= ⋅ + ⋅
= ⋅ × + + ⋅ × +
= + ⋅ + − ⋅ ×
= + −

$ $ s s s s
s r s s s r s s

s s r r s s

o

            （F.2-8） 

对比式（F.2-7）与式（F.2-8），结果完全相同，则表明力旋量 F 与运动旋量 ξ的互易积

正是这两个旋量产生的瞬时功率。 
因此，如果$1，$2的互易积为零，则意味着力旋量与运动旋量的瞬时功率为零。这种情

况下，无论该力旋量中力或力矩有多大，都不会对刚体做功，也不能改变该约束作用下刚体
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的运动状态。由此称与 ξ构成互易积为零的力旋量 F 为 ξ的反旋量（reciprocal screw），反

之亦然。一般情况下反旋量用
r$ 表示，单位反旋量用

r$ 表示。 

由式（F.2-8）可知，旋量$与反旋量
r$ 互易，满足如下关系式： 

12 12 12( )cos sin 0rh h aα α+ − =                   （F.2-9） 

或 
0r

r r r r r r
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + + + + + =$ $o LP MQ NR L P M Q N R       （F.2-10） 

【定理】  两个旋量$，$r 互为反旋量的充要条件是二者的互易积为零，即 
0 0 0r
r r r r r r r r

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ⋅ + ⋅ + + + + + =s s s s$ $ r r r r
o = LP MQ NR L P M Q N R    （F.2-11） 

反旋量具有如下特性： 
1．反旋量具有互易性 

从上面的分析过程可知，当力旋量沿轴线$1作用时，该力旋量不能使该物体产生沿轴线

$2的螺旋运动，这就是反旋量的互易性。当$1是$2的反旋量时，$2也是$1的反旋量。 
如果$1与自身具有互易性，则称$1为自互易旋量（self-reciprocal screw）。 
不过尽管反旋量具有互易性，但习惯上反旋量通常是指约束力旋量。 

2．旋量的互易性是原点不变量 
从式（F.2-9）还可以看出两个旋量的互易性只与这两个旋量自身的参数（Plücker 坐标）

有关，与原点的位置无关，即与坐标系的选择无关。 
3．特殊几何条件下的互易旋量对 

 若旋量$1与反旋量$2的轴线相交不垂直 

这时公法线为零，即 12 0a = ，则式（F.2-9）简化为 

1 2 12( ) cos 0h h α+ =                    （F.2-12） 

由于 12cos 0α ≠ ，因而 

1 2h h= −                         （F.2-13） 

这是两个轴线相交但不垂直的旋量互易时应满足的几何条件。 
 旋量$1与反旋量$2的轴线垂直相交 

由于 12 0a = ， 12cos 0α = ，满足式（F.2-9），因而无论节距取何值，两个旋量都互易。

这表明与运动旋量垂直相交的力旋量，无论节距多大都无法改变刚体的运动状态。 

 旋量$1与反旋量$2轴线相交，且其中之一的节距为零（ 1 0h = 或 2 0h = ） 

要满足互易的条件，可导出另外一个旋量的节距也为零。这时，两旋量退化成线矢量。

共面的两个线矢量互易，而线矢量与其自身互易。 
 考虑纯移动情况：当物体受到约束，仅能沿 2v 方向移动，速度为 2 2( ; )v v0 ，作用在物

体上的力旋量为 1 1 1( ; )f f τ ，所引起的瞬时功率为 

12 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 12cosP f v f v f v α= ⋅ = ⋅ =f v f v              （F.2-14） 

因此，除非运动旋量与力旋量的轴线相互垂直，或者力旋量退化成一个纯力偶，有限节

距或零节距的力旋量都能对物体做功，进而改变物体的运动状态。 
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为此，由以上分析并根据互易旋量的定义可以得到以下几点结论： 
（1）2 个线矢量互易的充要条件是共面； 
（2）2 个偶量必然互易； 
（3）1 个线矢量与 1 个偶量只有当相互垂直时才互易； 
（4）线矢量与偶量都具有自互易性； 
（5）任何垂直相交的 2 个旋量必然互易，且与其节距大小无关。 

F.3 线系与线空间 

F.3.1 线集与线系 

【定义】  由 n 个单位线矢量$1，$2，…$n 的任意线性组合所构成的向量空间称为线集，可

记为 S={ }1 2, , nL$ $ $ 。 

【定义】  在线集 S 中，若存在一组线性无关的单位线矢量$1，$2，…$r，且 S 中所有线矢

量都是这些 r 个线矢量的线性组合，则称该 r 个线矢量为线集 S 的一组基即组成所谓的线系

S，r 称为该线系的阶数或维数。或者称为该线集（系）的秩，记作 r = rank(S)。例如如下的

线集中由三个线性无关的单位线矢量组成，因此它们组成了一个秩为 3 的线系。 

1

2

3

(1, 0, 0 ; 0, 0, 0)

(0, 1, 0 ; 0, 0, 0)

(0, 0, 1 ; 0, 0, 0)

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

$

$

$
                     （F.3-1） 

 由 n 个线性无关的单位线矢量可以组成许多种具有不同几何特性的线系。由此可以根

据其所具有的几何特性将线系进行分类研究。注意这里的 n 取值为 1∼6 而不是更多，源于

这些线系具有很强的物理意义。实际上法国数学家 Grassmann 在十九世纪的时候就研究了

其中典型线系的几何特性，后人称之为 Grassmann 线几何。 
如表 F-2 所示，Merlet 所给的 Grassmann 线几何包括以下内容： 
由 1 个线矢量所组成的线系空间其维数为 1。 
线系空间维数为 2 时包括两种情况：  ① 平面汇交于一点的任意多个线矢量（共面平行

可以看作相交平面无穷远点）组成平面线列（line pencil），但其中只用两个线矢量线性无关。

 ② 异面（空间交错）的两个线矢量。 
线系空间维数为 3 时包括四种情况：  ① 空间汇交于一点的任意多个线矢量（空间平行

可以看作相交空间无穷远点）组成空间共点线束（line bundle），但其中只有三个线矢量线

性无关。  ② 共面的任意多个线矢量组成共面线域（line field），其中也只有三个线矢量线性

无关。  ③ 汇交点在两平面交线上的两个平面线列，其中也只有三个线矢量线性无关。  ④ 空

间既不平行也不相交的 3 个线矢量组成二次线列（regulus），它们线性无关。后面将详细介

绍这种二次线列的几何特性。 
线系空间维数为 4 时包括四种情况：① 由空间既不平行也不相交的 4 个线矢量组成，

它们线性无关。② 由共点及共面两组线束组成，且汇交点在平面上，其中只有 4 个线矢量

线性无关。③ 由有 1 条公共交线的 3 个平面线列组成。这种情况下，有 4 个线矢量线性无

关。④ 能同时与另两个线矢量相交的 4 个线矢量，它们线性无关。 
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表 F-2  Grassmann 线几何[34] 

秩 线系种类 

1 1a 

2  2a                2b 
平面线列（平面汇交或共面平行）          异面（空间交错）的两个线矢量 

3 
3a    3b    3c       3d 

空间共点线束（包括平行）    共面            两平面汇交线束         二次线列 

4 
 4a     4b     4c     4d 

空间不平行不相交的 4 条直线  共面共点  交 1 条公共直线，且交角一定  交 2 条公共直线 

5 
5a              5b 

交 1 条公共直线                     非奇异线丛 
 
线系空间维数为 5 时称为线丛（line complex），它包括 2 种情况：① 由空间既不平行

也不相交的 5 个线矢量组成一般线性丛，也称非奇异线丛。这 5 条直线线性无关。② 当所

有线矢量同时与一条直线相交时构成特殊线性丛或称奇异线丛，这时只有 5 个线矢量线性

无关。 
以上给出了一些典型线系的同时也给出了其维数（秩）。实际上，对于复杂的线系而言，

其维数的确定并非是件容易的事情。而维数对认识线系而言是最为基本的事情。那么如何

来准确地确定其维数呢？ 
 

【定义】  设有由 n 个单位线矢量$1，$2，…$n 组成的线集{ }1 2, , nL$ $ $ ，若存在不全为零

的数λ1，λ2，…λn，使得
1

0
n

i i
i

λ
=

=∑ $ ，则该线集线性相关；否则，该线集线性无关，并构成一

个线系。设线集中各个线矢量的 Plücker 坐标为 ( , , ; , , )i i i i i iL M N P Q R∗ ∗ ∗ ，则该线集的线性相

关性可用下列矩阵 A 的秩来判定。 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

;
;

;n n n n n n

L M N P Q R
L M N P Q R

L M N P Q R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
M M M M M M

                    （F.3-2） 

在原坐标系下为线性相关的线集，在新坐标系下仍保持线性相关。容易证明本问题的对

称命题，即在原坐标系下为线性无关的线集，在新坐标系下仍保持线性无关。所以，线集的

线性相关性与坐标系的选择无关。这使得在下面的分析中，可以选取最方便的坐标系，从

而可以最大程度地将线矢量表达式简化。例如，尽量使线集中各线矢量的 Plücker 坐标中出

现更多 1 和 0 元素。 
我们再讨论一下线系线性无关特性的应用。即根据“线集的线性相关性与坐标系的选

择无关”的特性来讨论三维空间中由若干线矢量组成的线集在不同几何条件下的维数（或者

最大线性无关组的维数），即所生成的线系情况。考虑到三维空间内全部由线矢量组成的线

系其维数最大为 6。但在一些特殊几何条件下，其维数会退化，即满足维数公式 
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1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2dim( ) rank

L M N P Q R
L M N P Q R

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

S
LL L L L L

LL L L L L

                （F.3-3） 

那么，隐藏在线集无关性背后的物理意义是什么呢？这里先简单提及一下。前面我们知

道，线矢量可以表达约束力。如果一个刚体受到空间共点力的约束，这就意味着非共面的 3
个共点力就足够实现预期的约束，任何多余的共点力都是冗余约束（redundant constraint）
或者虚约束，即增加的约束不会改变对刚体的约束效果。反之，如果多余的约束满足不了共

点的几何条件，则这些多余的约束就变成了真正的约束，原有的约束状态发生改变。 
 
下面再对完全由偶量所组成的偶量集的线性相关性问题予以讨论。 
为形象地反映偶量集的线性相关性（表 F-3），这里以约束力偶为例： 

（1）无论是空间平行还是共面平行其 s 是相同的，其实质上都是限制一个方向的转动，所

以最大线性无关数是 1。 
（2）无论是平面汇交还是在一个平面上两两相交，其实质上都是限制两个方向上的转动，

所以最大线性无关数是 2。 
（3）在空间汇交的情况下 3 个力偶实质上限制 3 个方向的转动，所以最大线性无关数是 3。 

空间刚体无论受到几个力偶作用，最后都可以得出上述结论。因而，完全由偶量组成的

线系其最大维数是 3 而不是 6。 

表 F-3  偶量集的线性相关性 
各偶量满足的几何条件 最大线性无关数 所代表的物理意义 

共轴或平行 1 沿偶量轴线方向的移动或者限制偶量轴线方向的转动

共面（含平面汇交或两两

相交） 
2 所有沿与两偶量轴线所在平面（或平行平面）的移动

或者限制与偶量轴线方向平行平面的所有转动 

非共面（如空间汇交） 3 空间的所有三维移动或者限制空间的所有三维转动 

F.3.2 线空间与偶量空间的分类及其可视化表征 

由于线矢量的 Plücker 坐标只有 6 维，因而由它们组成的线系的最高维数为 6。根据线

系的阶数可将线系分为一、二、三、四、五、六阶线系。而根据线系的定义，线系构成向量

空间（vector space）；而在满足某些特殊的条件下，又可以构成线矢量空间（简称线空间，

line space）。 
【定义】  线空间是指由满足特定条件（几何或者物理条件）的一系列线矢量所组成的集合

（线集），是具有确定维数的特殊线系。 
 
实际上我们在上一节中已经提到了若干种线空间：如表 F.2 中描述的 Grassmann 线几何

中大多数都可以构成线空间。 
根据维数（或者线系的阶数）可分为一、二、三、四、五、六维线空间，其中 1∼3 维为

低维线空间，4∼6 维为高维线空间。根据几何特征，线空间可分为基本型（如表 F.4 所示）

和组合型（或者复合型），前者一般按照几何特征进行分类，而后者通常是由前者组合而成。

一般情况下，基本线空间都是低维（1∼3）空间。 
传统对线系的研究主要建立在 Klein 映射层面上，并对其几何特性进行研究。这是一种

通用的抽象的研究模式。而引入线空间的概念可以从更特殊的角度通过形象化的方式对其进

行研究。这种形象化的方式在这里更习惯称之为可视化（或图谱化）表达，例如表 F-4 和表



 14

F-5 所示的就分别是线空间和偶量空间的图谱表达形式。鉴于无论线系还是线空间的集合特

性，还可借助集合论的方法来进行描述。图 F-11 给出了基本型线空间之间的本构关系。 
 

表 F-4   基本型线空间的表达 

维数 图示 集合符号 几何条件 

1 
 

( , )N uR  N 是线上任意一点，u 表示线的方向 

2 

n

 
( , )N nU  N 在两直线所在平面上，n 是平面的法线 

 
2 ( , , )N u nF  N 在两直线所在平面上，平行线的方向与平

面的法线 n 满足 0⋅ =u n  

 

2 ( , )u vN  u 和 v 分别代表 2 条发生线的方向 

3 

 
( , )N nL  n 是平面的法线. 

 

( )uF  u 表示所有平行线的方向 

 

( )NS  N 是所有线的交点 

 

( )nN  n 与所有线都正交 

 

( , , )u v wN  u, v 和 w 分别代表 3 条发生线的方向 

 

( , )N uR

2( , , )N u nF ( , )N nU 2 ( )nN

( )uF ( )NS ( )nN ( , , )u v wN ( , )N nL

 

图 F-11  基本型线空间之间的本构关系 
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表F-5  基本型偶量空间的表达 
维数 图示 集合符号 几何条件 

1 ( )uP  
u 表示偶量的方向 

所有偶量平行（含共线） 

2 2( )nT
 

n 与平面内的所有偶量正交 
所有偶量共面 

3 

 

T  包含空间所有偶量 

 
对以上基本线空间枚举式求并（包括同类线空间，也包括满足某种特殊条件下的多个线

空间求并），可以得到数以百计的组合型线空间。通过这种方式可以得到各种类型的高维线

空间。例如：2 个平行的平面二维基本型线空间可以组合而成 1 个三维线空间，如图 F-12
所示。 

用集合符号表示 

2 2( , , ) ( , , )N N′ ′u n u nUF F  

考虑到 

2 2( , , ) ( , , ) ( )N N′ ′ =u n u n nIF F P  

根据维数定理得到 

( )2 2Dim ( , , ) ( , , ) 2 2 1 3N N ′ ′ = + − =u n u nUF F  

0 ϕ π< <

 
图 F-12  2 2( , , ) ( , , )N N′ ′u n u nUF F  

 

再如，2 个基本型线空间组合而成的线空间（四维），如图 F-13 所示。 

0 θ π< <

 
图 F-13  

2( ) ( , , )Nu v nUF F  
 
考虑到 

2( ) ( , , ) ( )N =u v n nIF F P  

根据维数定理得到 
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( )2Dim ( ) ( , , ) 3 2 1 4N = + − =u v nUF F
 

表 F-5 给出了一些典型的组合型线空间。 

表F-5  组合型线空间 

维数 子类型图示 符号表达 应满足的几何条件 

3 

0 ϕ π< <

 

2( , ) ( , , )N N′ ′ ′n u nUU F  0′⋅ =u n , 0′ ⋅ =NN n  

0 ϕ π< <

 

( , ) ( , )N N ′ ′n nUU U  ′≠n n , N N′≠ , 

0′ ⋅ =NN n , 0′ ′⋅ =NN n  

0 ϕ π< <

 
2 2( , , ) ( , , )N N ′ ′u n u nUF F  ′=n n , ′≠u u , 0′ ⋅ ≠NN n  

4 

 

( , ) ( )N n uUL F  0′⋅ =u n  

0 θ π≤ ≤

 

( , ) ( )N N ′n UL S  0′ ⋅ =NN n  

0 θ π< <

 

2( ) ( , , )N ′u u nUF F  ′≠u u , ′× =u u n  

0 ϕ π≤ <

 

( ) ( , )Nu nUF U  0⋅ =u n  

 
2( , ) ( , , )N N′ ′n u nUL F  ′≠n n , ′= ×u n n  

0 ϕ π< <

 

2( , , ) ( , )N N ′ ′u n nUF U  0′⋅ ≠u n , 0′ ⋅ =NN n  

 

( , )i i
i

N nUU
 

( , ) ( )i i
i

N =n nIU P
,  

i=n n , 
i jN N n�  

 

( , )i i
i

N nUU
 ( , ) ( )i i

i

N =n nIU P
，

 

i=n n , ( , ) 0 ( , , )i i ′ ′′∠ ≠ =NN n N N N L  

0 ϕ π< <

 

2 ( , , )i i i
i

N u nUF
 2( , , ) ( )i i i

i

N =u n nIF P
，

i=n n , 

( )i j i j≠ ≠u u , 0 ( , , )i i ′ ′′⋅ ≠ =NN n N N N L  

 
( , )i i

i

d ϕUN tani id ϕ =常数1 , tan 2j jd ϕ =常数  

5 

 
( , ) ( , )N N ′ ′n nUL L  ′=n n , 0′ ⋅ ≠NN n  

0 θ π< <

 

( ) ( )′u uUF F  
 

′≠u u , ′× =u u n  

 

( ) ( )Nu UF S   
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0 ϕ π< <

 

( , ) ( , )N N ′ ′n nUL L  ′≠n n   0′ ⋅ ≠NN n  

 

( ) ( )N N ′US S  N N′≠  

 
( , ) ( )i i

i

N⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n nU UL P
 

( , ) ( )i i
i

N =n nIL P
, 

i=n n , 0i j ⋅ ≠N N n  

 
( , )i i

i

N nUL
 

( , ) ( , )i i
i

N N=n uIL R
, ( )i j i j≠ ≠n n  

 

( )i
i

NUS
 

iN  共线 

 

( ) ( )i
i

N⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

uU US F
 

( ) ( ) ( , )i
i

N N⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

u uU IS F R
,

iN 共线 

 

( , )i i
i

d ϕUN
 

tani id ϕ =常数  

6 

n

 

( , ) ( )N n nUL F   

 

2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )L M NU Uu w v u w vF F F

 ⊥ ⊥u v w  

 

F.3.3 Blanding 法则——对偶线空间 

首先考虑一个线矢量（ r$ ）与一个线系（ i$ ， 1, 2,i = L）的互易积（图 F-14a）。根据

定义 
0 0

( ) ( )
( ) ( )

sin

r i r i i r

r i i i r r

i r i r

ri ria α

= +
= ⋅ × + ⋅ ×
= − ⋅ ×

= −

$ $ s s s s
s r s s r s
r r s s

o

                   （F.3-4） 

式中， ria 为两条空间线矢量公法线的长度， riα 为夹角。 

 因此，如果线矢量 r$ 与线系 S（ i$ ， 1, 2,i = L）的互易积为零，则意味着 0ria = 或

者 0riα = 。前者表示线矢量 r$ 与线系 S 中的各条直线都相交（空间汇交）；后者表示线矢

量 r$ 与线系 S 中的各条直线都平行（空间平行）。而后者可以看作是前者的特例（相交于无

穷远点），即线矢量 r$ 与线系 S 中的各条直线都相交。这种互易关系可以采用可视化图谱来

表达（图 F-14b）。 
Blanding 在其专著“Exact Constraint: Machine Design Using Kinematic Principles”中，

从（柔性）机构自由度与约束度之间的对偶关系满足 Maxwell 公式出发，将机构的自由度

与约束表示成图谱形式，同时两者之间必须满足轴线相交的法则。基于此法则，可以很容
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易地通过自由度分析确定机构约束的分布，反之亦然。从而给出了一种颇具实用价值的基

于图谱可视化表达的机构概念创新设计方法。该方法被称为精确约束机械设计方法。 

r$

1$
2$

3$

4$
5$

           
图 F-14  五维线空间及其对偶线空间 

 
大家可以惊奇地发现：去掉 Blanding 法则中对线空间物理含义（自由度线和约束线）

的约束，并对照前面对线系互易积的推演结果，两者的结论是惊人的相似。从另外一个角

度讲，本节前面的推演给出了 Blanding 法则一种科学的理论依据。 
这样，我们可以很自然地将 Blanding 法则广义化，即在不考虑其物理含义的同时，能

够给出一种通用的求解线空间与其对偶线空间的可视化方法。其法则如前节所给：与线空间

S 对偶线空间中的每个线矢量 rj$ 应与 S 中的各条直线都相交。 

F.4 旋量系与反旋量系 

F.4.1 旋量集与旋量系 

如果将前面对线系的描述进行推广，完全可以得到对旋量系的描述（包括定义等）。因

为线系是旋量系的一种特例。旋量系中的各个组成元素包含着更一般形式的旋量。因此，对

于线系部分详细描述的内容这里是给出必要的简要描述。 
【定义】  由 n 个单位旋量$1，$2，…$n 的任意线性组合构成的向量空间称为旋量集，可记

为 S={ }1 2, , nL$ $ $ 。 

【定义】  在旋量集 S 中，若存在一组线性无关的单位旋量$1，$2，…$r，且 S 中所有旋量

都是这些 r 个旋量的线性组合，则称该 r 个旋量为旋量集 S 的一组基即组成所谓的旋量系 S，
r 称为该旋量系的阶数或维数。或者称为该旋量集（系）的秩，记作 r = rank(S)。因此，刚

体在空间的所有瞬时运动可以由 1 个六维旋量系的正交标准基表示，即 

1

2

3

4

5

6

(1, 0, 0 ; 0, 0, 0)

(0, 1, 0 ; 0, 0, 0)

(0, 0, 1 ; 0, 0, 0)

(0, 0, 0 ; 1, 0, 0)

(0, 0, 0 ; 0, 1, 0)

(0, 0, 0 ; 0, 0, 1)

⎧ =
⎪

=⎪
⎪ =⎪
⎨

=⎪
⎪ =⎪
⎪ =⎩

$

$

$

$

$

$

                      （F.4-1） 

设有由 n 个单位旋量$1，$2，…$n 组成的旋量集{ }1 2, , nL$ $ $ ，若存在不全为零的数λ1，

λ2，…λn，使得
1

0
n

i i
i

λ
=

=∑ $ ，则该旋量集线性相关；否则，该旋量集线性无关，并构成一个

旋量系。设旋量集中各个旋量的 Plücker 坐标为 ( , , ; , , )i i i i i iL M N P Q R∗ ∗ ∗ ，则该旋量集的线性

相关性可用下列矩阵 A 的秩来判定。 



 19

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

;

;

;n n n n n n

L M N P Q R

L M N P Q R

L M N P Q R

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A
M M M M M M

                   （F.4-2） 

注意：由于旋量的 Plücker 坐标有 6 个分量，显然三维空间线性无关的旋量最多有 6 个。 
同样，旋量集的线性相关性与坐标系的选择无关。这使得在下面的分析中，可以选取

最方便的坐标系，从而最大程度地将旋量表达式简化。例如，尽量使旋量集中各旋量的

Plücker 坐标中出现更多 1 和 0 元素。另外，由于旋量的互易性也与坐标系的选择无关。这

两个命题相结合可以使对许多问题的分析变得十分简单，例如求某个旋量系的反旋量时就可

以利用这两个结论使计算大大简化，甚至利用观察的方法即能得到正确结果。 
【例 F-3】：试通过对图 F-15 中所示的机构或运动链选取合适的坐标系，建立与之对应的旋

量集，并计算该旋量集的秩，进而给出与之对应的一组旋量系。 

1$

2$ 3$

4$                      
a) 平行四杆机构                                      b) Sarrut 机构 

图 F-15  例 F-3 图 
 

解：建立如上图所示的坐标系，分别列出各自对应的旋量系。具体如下： 
（a） 

1

2 2 2

3 3 3

4 4

(0, 0, 1 ; 0, 0, 0)
(0, 0, 1 ; , , 0)
(0, 0, 1 ; , , 0)
(0, 0, 1 ; 0, , 0)

p q
p q

q

⎧ =
⎪ =⎪
⎨ =⎪

=⎪⎩

$
$
$
$

 

可以看到 4 个旋量的 Plücker 坐标中，第 1、2、6 列元素都为零，故该旋量集的秩为 3。
与之对应的旋量系可以用一组正交基表达。 

1

2

3

(0, 0, 1 ; 0, 0, 0)
(0, 0, 1 ; 1, 0, 0)
(0, 0, 1 ; 0, 1, 0)

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

$
$
$

 

（b） 

1

2 2 2

3 3 3

4

5 5 5

6 6 6

(1, 0, 0 ; 0, 0, 0)
(1, 0, 0 ; 0, , )
(1, 0, 0 ; 0, , )
(0, 1, 0; 0, 0, 0)
(0, 1, 0 ; , 0, )
(0, 1, 0 ; , 0, )

q r
q r

p r
p r

=⎧
⎪ =
⎪ =⎪
⎨ =⎪

=⎪
=⎪⎩

$
$
$
$
$
$

 

可以看到 6 个旋量的 Plücker 坐标中，第 3 列元素都为零，故该旋量集的秩为 5。对应

的旋量系可以用一组正交基表达。 

1

2

3

4

5

(1, 0, 0 ; 0, 0, 0)
(0, 1, 0 ; 0, 0, 0)
(0, 0, 0 ; 1, 0, 0)
(0, 0, 0 ; 0, 1, 0)
(0, 0, 0 ; 0, 0, 1)

=⎧
⎪ =
⎪ =⎨
⎪ =
⎪ =⎩

$
$
$
$
$
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F.4.2 旋量系（空间）的分类 

由于旋量系的概念源于刚体运动，而刚体运动最多为 6 个自由度，因此旋量系的最高维

数也是 6。根据旋量系的阶数可将旋量系分为 1 ∼ 6 阶旋量系，简称旋量一系、旋量二系、

旋量三系、旋量四系、旋量五系和旋量六系。在旋量系的研究中，目前对旋量二系和旋量三

系的研究是最多的。其中旋量二系是最为基础的，而旋量三系是最重要也最复杂的。旋量四

系和旋量五系可以通过研究与之对应的反旋量系即旋量二系和旋量一系得到。此外，根据旋

量系的运动特性及约束特性可将旋量系分为运动旋量系和约束旋量系。有关详细的旋量系的

分类问题这里不予以讨论，具体可参考文献[69, 86]。 
研究旋量系的目的在于确定运动旋量节距的范围和运动旋量轴线的分布曲面，进而从几

何角度研究机构或机械系统的运动特性。 
根据所表达的物理意义旋量空间又可以表现为自由度空间（freedom space）和约束空间

（constraint space）。同样，完全可以将线空间的分类及其可视化表征推广到旋量空间上（图

F-16）。不过，实现旋量空间的可视化相对困难很多。采用解析方法可以给出相关表达。 

 
图 F-16  旋量空间的分类与其互逆的对偶旋量空间 [21] 

 

F.4.3 反旋量系与对偶旋量空间 

【定义】   有一个 n 阶旋量系 { }1 2$ , $ , , $n=S L ，必然存在一个 6−n 阶的反旋量系

{ }1 2 6$ , $ , , $r r r r
n−=S L ，该旋量系由 6−n 个与 S 中每个旋量都互易（简称与 S 互易）的旋量

组成，反之亦然。 
dim( ) dim( )+dim( ) dim( )r r r= −U IS S S S S S             （F.4-3） 

式中，dim( )表示旋量系的阶数或维数。 

{ } { }1 2$ , $ , , $ $ $ $ , 1, 2, ,r r
d d d df di di di i f= = = ∈ ∈ =S S S S SL I L和    （F.4-4） 

用集合图示旋量系与反旋量系之间的关系，可以表示成图 F-17 的形式。 
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S rS

               

S rSdS

 
a)                                             b) 

SrS S
rS

S
rS

 
c) 

图 F-17  旋量系与反旋量系之间关系的集合表示 
 

假设 n 阶旋量系 S 的矩阵表示形式为 T
1 2[$ , $ , ,$ ]n=A L ，6−n 阶反旋量系 rS 的矩阵表

示形式为 1 2 6[$ , $ , , $ ]r r r r
n−=J L ，则 

r =AΔJ 0%                         （F.4-5） 
令 =rΔJ B% ，则  

=AB 0                          （F.4-6） 
对上式的求解可归结为线性代数中的求解齐次线性方程的零空间（null space）问题。具

体求解过程这里不予详细讨论，有兴趣的读者可参考文献[86]。 
此外，还有其它通用的方法可以用于求解反旋量系，例如 Gram-Schmidt 方法。而观察

法与等效旋量系构造法都是基于观察和经验的构造方法，同时又具有较强的物理意义，不过

通用性相对较差。 
求解反旋量系是建立对偶旋量空间的基础。下面具体讨论一下如何求取对偶旋量空间？

这里给出三种方法，结果会殊途同归。 
（1）几何法 
 基于Blanding提出的约束设计准则，直接给出空间模型。不过仅限于线空间与其对偶线

空间。 
（2）解析推演法 
 给出线矢量空间中各元素的一般表达式，通过解析推演的方法得到其对偶线矢量空间。 
（3）解析-几何综合法 

从线矢量空间中挑选出具有典型性的具有特殊表达式的元素，同样通过解析法得到其对

偶线矢量空间，再根据其几何特性，将结论扩展到一般。 
    下面以求取一维纯线矢量空间的对偶旋量为例来说明这三种方法的具体应用。 
方法一：几何法 
 基于Blanding提出的约束设计准则，直接给出三个子空间模型（图F-18），进而得到完

全的一维线空间对偶线空间，但无法得到全部对偶空间，因为还包含一般旋量空间。 

                  

图 F-18  3 个子空间 
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方法二：解析推演法 
一维纯线矢量空间中只存在一个线性无关的纯线矢量，其一般表达式为 

( ; ) ( , , ; , , )r r r r r r r r r rl m n p q r= × =$ s r s              （F.4-7） 

式中， [ ]Tr r r rl m n=s 表示该线矢量的单位方向矢量，因此
2 2 2 1r r rl m n+ + = 。

[ ]Tr r r rx y z=r 表示该线矢量的位置矢量。通过求解式（F.4-7），得到与该线矢量互逆的 5
个基本线矢量表达。 

1

2

3

4

5

(1, 0, 0 ; , 0, 0)

(0,1, 0 ; , 0, 0)

(0, 0,1; , 0, 0)

(0, 0, 0 ; ,1, 0)

(0, 0, 0 ; , 0,1)

r r r r

r
r r r r

r
r r r r

r
r

r
r

r

n y m z
ll z n x
lm x l y
lm

ln
l

−⎧ = −⎪
−⎪ = −⎪
−⎪ = −⎨

⎪
= −⎪

⎪
= −⎪

⎩

$

$

$

$

$

                  （F.4-8） 

通过对以上 5 个基本线矢量进行线性组合可得到通用的表示形式。 

1 2 3 4 5 ( , , ; , , )r r

r

dm en fa b c d e a b c d e
l

+ +
= + + + + = −$ $ $ $ $ $       （F.4-9） 

式 中 ， a, b, c, d 和 e 为 任 意 常 值 ， 但 不 能 同 时 为 零 ，

( ) ( ) ( )r r r r r r r r r r r rf a n y m z b l z n x c m x l y= − + − + − 。这里首先仅考虑线矢量和偶量的情况。 
【特例 1】 a = b = c = 0 并正则化矢量，式（F.4-9）退化为一偶量。 

( ; ) (0, 0, 0 ; , , )r r

r

dm en f d e
l

+ +
= = −$ s0                （F.4-10） 

式中， 2 2 2( ) 1r r

r

dm en f d e
l

+ +
+ + = 。而由式（F.4-7）可知， T 0r⋅ =s s ，即所有与该线矢量

互逆的偶量都有之正交。 
 由该结论可以得到与该一维线矢量空间对偶的一个 2 维偶量子空间（图 F-19）。 

 
图 F-19  2 维偶量子空间 

 
【特例 2】 满足条件 sTs0 = 0 且 sTs = 1，式（F.4-9）退化为一纯单位线旋量。 

( ) ( )( ; ) ( , , ; , , )r r r r

r r r r

d bn cm cf d am bl afa b c d
cl an cl an
− − − +

= × =
− −

$ s r s       （F.4-11） 

式中，
2 2 2 1a b c+ + = 。 

不失一般性，可取位置矢量 [ ]Tr r r rx y z=r 为特殊值，即 [ ]T0 0 0r =r ，则 0f = 。由

此根据式（F.4-11）的表达式可以导出： 

( )r r
r r

d
cl an

λ× = − × = ×
−

r s s s s s                 （F.4-12） 

式中，
r r

d
cl an

λ = −
−

。 
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如果 r =s s，则表示线矢量与其互逆线矢量平行，这时 × =r s 0 ，则 ( ; )=$ s 0 ，带入

式（F.4-9）永远满足，因此这里的 r 可以取任意值，即与该线矢量平行的互逆线矢量可分布

在空间任意位置。由该结论可以得到与该一维线矢量空间对偶的一个 3 维线矢量子空间（图

F-20）。 

 
图 F-20  3 维空间平行线矢量子空间 

 

If r ≠s s，则表示线矢量与其互逆线矢量不平行，这时根据式（F.4-12）可以得到 rs 始

终与 r 相交，即与该线矢量不平行的互逆线矢量始终与之相交。由该结论可以得到与该一维

线矢量空间对偶的另一个 5 维线矢量子空间（图 F-21）。 

 
图 F-21  5 维线矢量子空间 

 

以上得到的 3 个子空间共同组成了一维线矢量空间的对偶线空间，如图 F-22 所示。 

 

图 F-22  一维线矢量空间的对偶线空间 

 
此外，若考虑一维线矢量空间的对偶空间中还包含包括旋量在内，则该对偶空间还应包

含有一般旋量子空间。为找到之，可直接通过旋量系互易积的定义或者前面介绍的求解反旋

量系的方法得到。这里直接给出结果（图F-23）。 

αtan , 2h a kα α π= ≠

 
图F-23  一维线矢量空间的对偶旋量子空间 

 

图F-22和图F-23共同组成了一维线矢量空间的完全对偶空间。 
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方法三：解析-几何综合法 
不妨先考虑单个线矢量与其互逆线矢量之间满足的关系，直接根据定义可以得到 

0 0 sinr i r i i r ri ria α= + = −$ $ s s s so                （F.4-13） 

由上式可以看出，等式的右边是一个与坐标系无关量。可将单个线矢量扩展到线矢量系，

可以得到同样的结论。因此完全可以证明上面的命题。 
基于此原理可以通过选择适当的局部坐标系，达到简化计算和分析的目的。例如已知某

一线矢量空间，求其对偶线矢量空间时，可以选择某一特殊的局部坐标系及线矢量，以简化

线矢量坐标和其对偶线系的表达。将所得结论再由特殊扩展到一般，得到普遍意义的结论，

这时完全可能的。 
不同于方法一的是，即局部坐标系取法特殊。这里取线矢量空间为特殊空间（xy 平面），

从中取 1 个特殊线矢量（对应 x 轴）。这时的坐标表达式变成 

( ; ) (1, 0, 0 ; 0, 0, 0)r r= =$ s 0                      （F.4-14） 

通过求解式（F.4-13），得到与之互逆的 5 个基本线矢量表达。 

1

2

3

4

5

(1, 0, 0 ; 0, 0, 0)
(0, 1, 0 ; 0, 0, 0)
(0, 0, 1 ; 0, 0, 0)
(0, 0, 0 ; 0, 1, 0)
(0, 0, 0 ; 0, 0, 1)

=⎧
⎪ =⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪

=⎪⎩

$
$
$
$
$

                         （F.4-15） 

通过对以上 5 个基本线矢量进行线性组合可得到通用的表示形式。 

1 2 3 4 5 ( , , ; 0, , )a b c d e a b c d e= + + + + =$ $ $ $ $ $           （F.4-16） 
式中，a, b, c 和 d 为任意常值，但不能同时为零。这里仅考虑线矢量和偶量的情况。 
【特例 1】 a = b = c = 0 并正则化矢量，式（F.4-16）退化为一偶量。 

( ; ) (0, 0, 0 ; 0, , )d e= =$ s0                     （F.4-17） 
即所有与该线矢量空间互逆的偶量都与 x 轴正交。 
 由该结论可以得到与该一维线矢量空间对偶的一个 2 维偶量子空间，如图 F.19 所示。 
【特例 2】 满足条件 sTs0 = 0 且 sTs = 1，式（F.4-16）退化为一纯单位线旋量。 

( , , 0 ; 0, 0, )a b e=$ （或者 ( , 0, ; 0, , 0)a c d=$           （F.4-18） 
式中， 2 2 1a b+ = （或者 2 2 1b c+ = ）。或者 

( , , ; 0, , )a b c d bd c= −$                    （F.4-19） 
式中， 2 2 2 1a b c+ + = 。 

式（F.4-18）表示所有平行 x 轴的线矢量所组成的空间三维平行线系。结合 Blanding 法

则，可以得到与该二维线矢量空间对偶的一个 3 维线矢量子空间（图 F-20）。 
式（F.4-19）表示为一个五维线系，它们都与公共的轴线（x 轴）相交。结合 Blanding

法则，可以得到与该二维线矢量空间对偶的一个 5 维线矢量子空间（图 F-21）。 
以上得到的 3 个子空间共同组成了一维线矢量空间的对偶空间，如图 F-22 所示。 
图 F-22 给出的线矢量空间及其对偶空间都处在特殊空间中，完全可以通过坐标变换将

此空间处于一般位置，即得到如图 F-22 所示的空间。可以看出此空间与方法一得到的结果

是一致的。 
图 F-23 给出了当旋量空间是一般旋量情况下所对应的对偶旋量空间图谱。 
事实上利用以上三种方法或前面介绍的通用计算反旋量系的方法，我们可以得到任何旋

量空间及其对应的对偶空间的完整图谱。 
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