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附录 C  刚体运动的数理基础 

C.8 空间刚体运动 

C.8.1 空间旋转运动与旋转变换 

在讨论一般刚体运动之前，先了解一下一类特殊的刚体运动——刚体的空间转动，以下

简称刚体转动。 
刚体转动只改变刚体的姿态，而刚体姿态可以用附着在刚体上的物体坐标系{B}相对于

参考坐标系{A}的相对姿态来描述。具体用 ABx ， ABy ， ABz 分别表示{B}的 3 个坐标轴相对

{A}的坐标，写成矩阵的形式 
[ ]AB AB AB AB=R x y z                       （C.8-1） 

这里称 RAB为旋转矩阵（图 C-e1）。写成一般形式为 R， 1r 、 2r 和 3r 为其列向量表达。且 

[ ]1 2 3

cos( , ) cos( , ) cos( , )
cos( , ) cos( , ) cos( , )
cos( , ) cos( , ) cos( , )

A B A B A B

AB A B A B A B

A B A B A B

x x x y x z
y x y y y z
z x z y z z

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R r r r         （C.8-2） 

可以看到旋转矩阵 R 由 9 个元素组成，但实际上只有 3 个独立参数。这是因为旋转矩

阵 R 是一个方向余弦矩阵，同时也是一个单位正交的正定矩阵。因此，它满足如下关系式： 

1 2 3 1 2 31,= = = × =r r r r r r  
Τ Τ= =R R RR Ι ，且det( ) 1=R                  （C.8-3） 
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图 C-e1   旋转变换 
 

旋转矩阵 R 不仅可以表示刚体相对某一个坐标系下的转动（图 C-e2a），即 
( ) ( ) (0)P Pt t=r R r                        （C.8-4） 

也可表示同一点 P在不同坐标系中的坐标变换（图 C-e2b）。即 
A B
P AB P=r R r                          （C.8-5） 

式中， 
A
Pr ——点 P在坐标系{A}中的坐标表示； 

B
Pr ——点 P在坐标系{B}中的坐标表示； 

ABR ——坐标系{B}变换到坐标系{A}的旋转矩阵。 
旋转矩阵 R 也可以通过矩阵相乘加以组合形成新的旋转矩阵，即满足旋转矩阵的合成

法则。 
AC AB BC=R R R                          （C.8-6） 

另外，R 不仅可以表示点的旋转变换，还可以表示向量的旋转变换（图 C-e2c）。定义
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坐标系{B}上的两点 P、Q，连接两点的向量为 B B B
Q P= −v r r 。则 

( )B B B B B A A A
AB AB Q P AB Q AB P Q P= − = − = − =R v R r r R r R r r r v       （C.8-7） 
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(a)                           (b)                             (c) 

图 C-e2  旋转变换 
 
空间转动通常采用欧拉角（Euler angle）来描述物体坐标系{B}相对参考坐标系{A}的姿

态。具体有多种方式来描述欧拉角，如 ZXZ、ZYZ、ZYX等。下面以其中一种为例： 
 ZXZ 欧拉角：坐标系{B}最初与参考坐标系{A}重合，将{B}绕其 z 轴旋转角度θ（图

C-e3a），再绕{B}的新 x轴旋转角度φ（图 C-e3b），最后再绕{B}的新 z轴旋转角度ψ（图

C-e3c）。这样就得到了一个新的姿态 RAB。由于以上所有旋转变换都是相对动坐标系{B}
来进行的，因此应遵循矩阵右乘原则，即 

( , ) ( , ) ( , )
cos cos sin cos sin cos sin sin cos cos sin sin
sin cos cos cos sin sin sin cos cos cos cos sin

sin sin sin cos cos

AB B B Bz x zθ φ ψ
θ ψ θ φ ψ θ ψ θ φ ψ θ φ
θ ψ θ φ ψ θ ψ θ φ ψ θ φ

φ ψ φ ψ φ

′ ′′=

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − + −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R R R R

  

（C.8-8） 
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图 C-e3  ZXZ变换 

 
除了欧拉角外，还可采用 RPY（Roll, Pitch, Yaw——翻滚、俯仰、偏航）来描述三

维转动。事实上，RPY 角源于对船舶在海中航行时的姿态描述方式。与欧拉角采用动

轴旋转不同，RPY 角采用的是基于固定坐标轴的旋转。具体描述如下： 
 RPY 角：坐标系{B}最初与参考坐标系{A}重合，首先绕{A}的 x轴旋转角度α，再

绕{A}的 y轴旋转角度β，最后再绕{A}的 z轴旋转角度γ。这样也可得到一个新的姿

态 RAB。由于以上所有旋转变换都是相对固定坐标系来进行的，因此应遵循矩阵左

乘原则，即 
( , , ) ( , ) ( , ) ( , )

cos cos sin sin cos cos sin cos sin cos sin sin
cos sin sin sin sin cos cos cos sin sin sin cos

sin sin cos cos cos

AB A A Az y xα β γ γ β α
β γ α β γ α γ α β γ α γ
β γ α β γ α γ α β γ α γ

β α β α β

=

− +⎡ ⎤
⎢ ⎥= + −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

R R R R

  

（C.8-9） 

除了用欧拉角等方法来描述刚体旋转运动外，还有更简单的表达形式。 
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【Euler 定理】：任一旋转矩阵 R 都可以等效成绕某一固定轴旋转一定的角度。 
 
如图 C-e4 所示，设ω是表示旋转轴方向的单位向量，θ为旋转角度。对于刚体的每一个

旋转运动，都有一个旋转矩阵 R 与之对应，因此，可将 R 写成ω和θ的函数。 

(0)Pr

( )P tr

 

图 C-e4  刚体绕定轴旋转 

在转动刚体上取任意一点 P，如果刚体以单位角速度绕轴作匀速转动，根据式（C.8-16），
点 P的速度 Pv 可以表示为 

ˆ( ) ( ) ( )P P Pθ θ θ= × =v ω r ωr                   （C.8-10） 

式中， ω̂为反对称矩阵，满足
T 1ˆ ˆ ˆ−= = −ω ω ω。 

式（C.8-10）是一个以θ（将角度换成时间）为变量的一阶线性微分方程，其解为 
ˆ( ) (0) (0)P P Pe θθ = = ωr Rr r                    （C.8-11） 

式中， (0)Pr 为该点的初始位置，
ˆe θω
为矩阵指数。 

因此旋转矩阵 
ˆeθ= ωR                           （C.8-12） 

对
ˆe θω
进行 Taylor 级数展开 

2 3
ˆ ˆ ˆ( ) ( )ˆ1

2! 3!
e θ θ θθ= + + + +ω ω ωω LL             （C.8-13） 

注意到反对称矩阵 ω̂满足以下关系： 
2 T 3ˆ ˆ ˆ,= − = −ω ωω I ω ω                    （C.8-14） 

这样式（C.8-13）可以写成 
3 5 2 4 6

ˆ 2ˆ ˆ( ) ( )
3! 5! 2! 4! 6!

eθ θ θ θ θ θθ= + − + − + − + −ω I ω ωLL LL    （C.8-15） 

因此，可以导出罗德里格斯（Rodrigues）公式 
ˆ 2ˆ ˆsin (1 cos )eθ θ θ= + + −ω I ω ω                （C.8-16） 

另外，由旋转矩阵 R 的定义，可知 R 又具有如下结构： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R                      （C.8-17） 

下面构造相应的转轴和等效转角。首先将 Rodrigues 公式展开 
ˆ 2

2
1 1 2 3 1 3 2

2
1 2 3 2 2 3 1

2
1 3 2 2 3 1 3

ˆ ˆsin (1 cos )

(1 cos ) cos (1 cos ) sin (1 cos ) sin
(1 cos ) sin (1 cos ) cos (1 cos ) sin
(1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 cos ) cos

eθ θ θ

ω θ θ ωω θ ω θ ωω θ ω θ
ωω θ ω θ ω θ θ ω ω θ ω θ
ωω θ ω θ ω ω θ ω θ ω θ θ

= + + −

⎡ ⎤− + − − − +
⎢ ⎥= − + − + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − + − +⎣ ⎦

ω I ω ω

   

（C.8-18） 

因此 
11 22 33tr( ) 1 2cosr r r= + + = + θR                （C.8-19） 

上式中θ确实有解的条件是：（1）R 的迹等于其特征值之和；（2）R 保持向量长度不变；
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（3）det( ) 1= +R ；（4）R 的特征值的模为 1，并形成复共轭对，因此1 tr( ) 3≤ ≤R ，且 

1 11 22 33cos ( )
2

r r rθ − + +
=                     （C.8-20） 

由于反三角函数的多值性，其值可选为2 nπ θ± 或 2 nθ π− ± 中的任何一个。再对 R 的

非对角元素相减，得到 

32 23 1

13 31 2

21 12 3

2 sin
2 sin
2 sin

r r
r r
r r

ω θ
ω θ
ω θ

− =⎧
⎪ − =⎨
⎪ − =⎩

                       （C.8-21） 

    当 0θ ≠ 时，转轴 
32 23

13 31

21 12

1
2sin

r r
r r
r r

θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

ω                        （C.8-22） 

这样就找到了固定转轴的位置和等效转角（图 C-e5）。 

ω

θ
 

图 C-e5  旋转矩阵的等效转轴与转角 
 

C.8.2 一般空间刚体运动与齐次变换矩阵 

相对刚体转动的表达而言，描述一般的空间刚体运动要复杂得多。为了充分表达刚体运

动，必须同时来描述刚体上任意一点的移动及刚体绕该点的转动。为此，通常在刚体上的某

点处建立物体坐标系{B}，通过描述该坐标系相对于参考坐标系{A}的运动来表示刚体的位

置和姿态。这样，刚体上各点的运动情况都可从物体坐标系的运动以及该点相对于物体坐标

系的运动来得到（如图 C-e6 所示）。因此， 

A B
P AB P AB= +r R r t                        （C.8-23） 

式中，  
A
Pr ——点 P在坐标系{A}中的坐标表示； 

B
Pr ——点 P在坐标系{B}中的坐标表示； 

ABR ——坐标系{B}相对于坐标系{A}的旋转矩阵； 

ABt ——从坐标系{A}原点到坐标系{B}原点的位置向量（
B AO Or ）。 

P
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图 C-e6  一般刚体变换 
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变换成齐次坐标的表达形式 

11 1

A B
AB ABP P⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R tr r
0

                     （C.8-24） 

即 
A B
P AB P=r T r                           （C.8-25） 

1

A
A P
P

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r ，

1

B
B P
P

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
r ，

1
AB AB

AB
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R t
T

0
           （C.8-26） 

式中， 
A
Pr ——点 P在坐标系{A}中的齐次坐标表示； 

B
Pr ——点 P在坐标系{B}中的齐次坐标表示； 

T ——刚体运动的齐次变换矩阵。 
注意在刚体运动中存在的两种特例（如图 C-e7 所示）：（1）当 AB =t 0 时，就是纯转动

的情况，前面对此已进行了详细讨论；（2）当 AB =R I 时，表示纯移动的情况。空间刚体的

单纯平移运动描述起来比较简单：首先选择刚体上任意一点（通常为物体坐标系的原点），

描述该点相对于参考坐标系的位置坐标，从而获得整个刚体的运动轨迹。 
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a) 纯移动                                        b) 纯转动 

图 C-e7  刚体变换的两种特殊情况 
 
【例 C-e1】：已知刚体绕 z轴方向的轴线转动角度θ，且轴线经过点（0, l, 0），求物体坐标系

{B}相对固定坐标系{A}的齐次变换矩阵（图 C-e8）。 

 
图 C-e8 例 C-e1 图 

 
解：由式（C.8-25）直接得到物体坐标系{B}相对固定坐标系{A}的齐次变换矩阵。 

cos sin 0 0
sin cos 0

1 0 0 1 0
0 0 0 1

AB AB
AB

l
θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R t
T

0
 

类似刚体旋转变换，一般刚体运动除了可利用齐次变换矩阵表达外，还有更简单的表达

形式。为此给出一个定理。 
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【Chasles 定理】  任意刚体运动都可以通过螺旋运动（即通过绕某轴的转动与沿该轴移动

的复合运动）实现。螺旋运动的无限小量称为运动旋量（twist）。 
 

如图 C-e9a 所示表示一个转动关节，设ω是表示其旋转轴方向的单位向量，r 为轴上任

一点的向量。如果物体以单位角速度绕轴线ω作匀速转动，那么物体上一点 P的速度 Pr& 可以

表示为 
( ) ( ( ) )P Pt θ= × −r ω r r&                      （C.8-27） 

引入如下 4×4 矩阵 ξ̂  
ˆˆ

0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

ω v
ξ

0
                          （C.8-28） 

式中， = ×v r ω，则式（C.8-27）可写成 
ˆ ˆ

0 0 1 1 0 1 1 1
P P P P× ×⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r ω r ω r ω v r r
ξ

&
       （C.8-29） 

ˆ
P P=r ξr&                            （C.8-30） 

ˆ( ) (0) (0)P P Pe θθ = = ξr Tr r                     （C.8-31） 
ˆe θ= ξT                             （C.8-32） 

ω

(0)Pr

( )P tr

θ

r

                           

v

(0)Pr

( )P tr

θ

 
a) 一般刚体运动                                    b) 平移运动 

图 C-e9  刚体运动 
 

通过定义算子∨，可以将 4×4 矩阵 ξ̂映射为一个 6 维向量 ξ，并将其定义为运动旋量。 

ˆ
0

∨
⎡ ⎤ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠

ω v ω
v0

，或者 ( )
ˆ

;
0

∨
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

ω v
ω v

0
          （C.8-33） 

式中，
6( ; )= ∈ξ ω v R 定义为运动旋量 ξ̂的坐标。 

下面分如图 C-e10 所示的两种情况来计算刚体变换矩阵
ˆeθξ （推导过程忽略，具体参考

文献[86]）。 

θ

( )P θr

(0)Pr

                  

θ

 
a) 一般螺旋运动                                 b) 纯移动 

图 C-e10  螺旋运动 
 

（1）当 =ω 0 时，即刚体作平动时，有 
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ˆ

1
eθ

θ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
ξ I v

T
0

                        （C.8-34） 

（2）当 ≠ω 0 时， 
ˆ ˆ T

ˆ ( )( )
1

e e
e

θ θ
θ θ⎡ ⎤− × +

= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

ω ω
ξ I ω v ωω v

T
0

             （C.8-35） 

 
下面再计算与螺旋运动相对应的刚体变换，先分析点 P 由起始坐标变换到最终坐标的

运动，如图 C-e10a 所示。点 P的最终坐标为 
ˆ( , ) ( ( ) )P Ph e hθθ θ= + − + ≠sr r r r s s0 0                  （C.8-36） 

表示成齐次坐标的形式 
ˆ ˆ( ) ( )( )

1 11
P Pe e hθ θ θ⎡ ⎤− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

s sr rI r s
T

0 0
0

                （C.8-37） 

因此 
ˆ ˆ( )

1
e e hθ θ θ⎡ ⎤− +

= ≠⎢ ⎥
⎣ ⎦

s sI r s
T s 0

0
                 （C.8-38） 

注意式（C.8-38）所确定的刚体变换与式（C.8-33）表示的运动旋量的矩阵指数有相同

的表达形式。如果取 ≡ω s ， h= × +v r ω ω，式（C.8-38）即可转化为式（C.8-35）。这时，

运动旋量的坐标 ( ; )=ξ ω v 即可以产生式（C.8-38）所示的螺旋运动。 
特例：纯转动时， 0h = ，这时， ( ; )= ×ξ ω r ω ；纯移动时，h = ∞，这时， ( ; )=ξ v0 。 

 
【例 C-e2】：考察一个绕空间固定轴旋转的刚体运动（图 C-e11）。已知该运动的旋转轴方向

T(0, 0,1)=ω ，且经过点（0, l, 0），节距为 0。 

 
图 C-e11 例 C-e2 图 

 
解：该刚体运动对应的运动旋量 

( ; ) (0, 0,1; , 0, 0)l= × =ξ ω r ω  
因此对应的刚体变换矩阵 

ˆ ˆ T
ˆ

cos sin 0 sin
sin cos 0 (1 cos )( )( )

0 0 1 01
0 0 0 1

l
le e

e
θ θ

θ

θ θ θ
θ θ θθ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎡ ⎤− × + ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

ω ω
ξ I ω v ωω v

T
0
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